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Introduccién

La habilidad en Matematica puede definirse como la capacidad de obte-
ner, procesar y retener informacién matematica (Krutetskii 1976, Vilkomir y
ODonoghue 2009 ) o como la capacidad de aprender y dominar nuevas ideas
matematicas (Koshy et al., 2009 ) (citado en Karsenty 2014)

El trabajo realizado por Roldan (2022) se planteaba como objetivo estudiar la
habilidad en Matematica de los alumnos inscriptos en alguna de las carreras
de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (FCEyN) de la Universidad
Nacional de La Pampa (UNLPam) que requieren del cursado de al menos
una asignatura referida a una Matematica introductoria y que no debieron
aprobar ningin exdmen de ingreso a la carrera para comenzar a cursar la
asignatura.
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Introduccién

La habilidad en matematica es un constructo inobservable que requiere ser
estudiado a partir de otras variables.

En la actualidad, la Teoria de Respuesta al [tem (TRI) es una de las herra-
mientas utilizada para estudiar este tipo de variables no observadas, también
llamadas, variables latentes utilizando cuestionarios o tests, que determi-
nan las llamadas variables manifiestas (items).
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Introduccién

Para este estudio se aplicé un test denominado Prueba Diagnético en Mate-

matica. Dicha prueba estaba compuesta por 10 items con una sola respuesta
correcta entre cuatro posibles.

—Apéndice A

Prueba Diagndstico en Matematica

Indique el resultado de la siguiente operacion:

V36+64- (-2) +3°

O-1 019 037 Q10

;. Cudl debe ser el valor de 2 para que se cumpla la igunaldad?

8 — 6z =32
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Introduccién

Variables manifiestas: Resultado obtenido en el j-ésimo item(i = 1,2,...,10)
de la PDM 2020 por un estudiante inscripto para cursar, en el afio 2020, al-
guna Matematica introductoria que se dicta en la FCEyN de la UNLPam.

o Cualitativa nominal - dicotémica.
@ Nivel de medicién: Nominal.
U {1 si la respuesta del individuo j al item i es correcta
o U: —
'ji

0 si la respuesta del individuo j al item / es incorrecta

Variable latente: Habilidad en Matematica de un estudiante inscripto para

cursar, en el afio 2020, alguna Matematica introductoria que se dicta en la
FCEyN de la UNLPam.

o Cuantitativa continua.

@ Nivel de medicién: De intervalos.
© 6 ~ N(pu, O-g)
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Modelo Logistico de 2 parametros

Suponiendo que 6 ~ N(0,1) y empleando la Estimacién por Maxima Ve-
rosimilitud Marginal (EMVM), result6 el Modelo Logistico de 2 parametros
(ML2) el mas apropiado para estimar la habilidad en Matematica.

Sean
@ j : subindice asociado al individuo, j =1,...,n
@ / : subindice asociado al item, i =1,...,k

@ 0, : habilidad (rasgo latente) del j-ésimo individuo
e g; = (aj, bj) : vector de parametros del item i donde
a;j es el parametro de discriminacién
b; es el parametro de dificultad
e Pji = P(Uj =1/6;,6i) es la probabilidad de que el individuo j con
habilidad 60 responda correctamente al item /.
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Modelo Logistico de 2 parametros

Modelo Logistico de 2 parametros

o Componente aleatoria:
Uji ~ Ber(P;ji) j=1,...,n i=1...k

o Componente sistematica:
vj,-:a,-(Hj—b,-) jZ].,...,f‘HiZ].,...,k

@ Funcién de enlace:

/Ogit(F)J','):Uj,' j=1...,n i=1,... k

.

Al tratarse de un Modelo Logistico de dos parametros, la Curva Caracteristica
del ltem esta representada por:

1
Pji(6)) =

1+ e—2i(0j—bi)
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Motivacion

La hipétesis corroborada por el trabajo de Roldan fue que: “La mayoria de
los estudiantes que ingresan a la FCEyN de la UNLPam no poseen conoci-
mientos en Matematica suficientes para un cursado satisfactorio y posterior
aprobacién de las asignaturas relacionadas con una Matematica introducto-

”

ria .

Muchos de los casos de abandono universitario en la FCEyN de la UNLPam
se corresponden con la dificultad en el aprendizaje de los saberes basicos que
hacen a la Matematica(Roldan 2022).

Del analisis descriptivo se observé que la mayoria de los estudiantes tenian en
general una estimacién muy baja de la habilidad, lo cual apoya la hipétesis
de insuficiencia en el nivel medio de Matematica requerido para cursar de
manera satisfactoria las materias relacionadas con esta Ciencia Exacta.

XVII Congreso Dr. Antonio Monteiro Maria Virginia Piergentili Junio 2023



Motivacion

Se recolect6 informacion de ciertas caracteristicas: ingresantes o recursan-
tes, sexo, carrera, lugar de origen(localidad y pcia). Lo que se hizo con estas
variables fue obtener las medidas resumen para la variable habilidad en ma-
tematica, por ejemplo, discriminada por carrera.

Fueron identificados aquellos estudiantes que necesitan un mayor acompa-
fiamiento para el aprendizaje de la disciplina, sin embargo, no se realizé un
seguimiento. De esta identificacién, por ejemplo, se observa que practica-
mente la mitad de los aspirantes a Ingenieria en Recursos Naturales y Medio
Ambiente presenta niveles muy bajos de Habilidad en Matematica.

Si bien existen los casos particulares interesa estudiar si hay algiin grupo de
estudiantes que muestra menor habilidad en Matematica teniendo en cuenta
algunas de las caracteristicas observadas de los estudiantes.

Todo esto hace pensar que la habilidad de los alumnos podria ser estudiada
a lo largo del tiempo, y ademas, considerando distintos grupos.
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Modelo Longitudinal

La habilidad en Matematica, por lo que significa, es una variable que tiene
sentido estudiar a lo largo del tiempo. El objetivo de este modelo es estimar
la habilidad en Matematica para un grupo de individuos a través de varias
condiciones de evaluacién(tests, tiempos).

Se asume que el vector de habilidades de la poblacion en las T condiciones
de evaluacién @ = (61,05, ...,07) tienen distribucién continua multivariada
con vector de parametros 1 y fdp g(0|n).

Considerando ademas:
o t : subindice asociado al test, t =1,..., T
@ 0j; : habilidad (rasgo latente) del j-ésimo individuo en el test t
o Uy — {1 si la respuesta del individuo j al item / del test t es correcta
0 si la respuesta del individuo j al item i del test t es incorrecta

e Pjit = P(Ujir = 1|0jt,si) es la probabilidad de que el individuo j con
habilidad 0 responda correctamente al item / del test t.
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Modelo Logistico longitudinal de 2 parametros

El test t esta conformado por k; items y se tienen k items en el total T de

T
tests, con k < Z k.

t=1

Los test que se utilicen deben estar planificados de manera tal que tengan
items en comin tal que sean comparables las escalas de los pardmetros de
los items y poblacionales.

La prueba utilizada por Roldan estaba formado por 10 items. Con lo cual,
las restantes pruebas que se les administren a los estudiantes deberan incluir
algunos de los items que conformaban la PDM.
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Modelo Logistico longitudinal de 2 parametros

Modelo Logistico longitudinal de 2 parametros

o Componente aleatoria:
Ujir ~ Ber(Pjit) j=1,....n i=1,...,k; t=1,..., T

o Componente sistematica:
vj,-t:a,-(ejt—b,-) j=1,....nmi=1....k t=1,...,T

@ Funcién de enlace:

/Ogl.t(PJ','t):’Uj,'t j=1...,n i=1... kit=1,...,T

Al tratarse de un Modelo Logistico longitudinal de dos pardmetros, la Curva
Caracteristica del Item esta representada por:

Filli) = T
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Estimacién

Como tanto los pardmetros poblacionales como los de los items son descono-
cidos, se propone una estimacién conjunta de los mismos. Generalmente esa
estimacién es realizada por el Método de Maxima Verosimilitud a través
de la aplicacién de algin proceso iterativo como Newton-Rapson o Scoring
de Fisher con los abordajes usuales, estimacién conjunta (parametros de los
items y habilidades) o en dos etapas (primero la estimacién de los parametros
de los items y posteriormente, de las habilidades) (Tavares, 2001).

El cuidado que hay que tener en la estimacién conjunta es que, para evitar
un problema de inidentificabilidad, se debe adoptara al test t = 1 como
referencia considerando yy =0y 0% =1

El primer paso para la estimacién es plantear la funcién de verosimilitud.
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Estimacién

Sean:
© U= (Upt, Upt, ..., Upn,) - vector de respuestas del individuo j en
el test t
o Ui =(Uj;,U},,...,U; 1) : vector de respuestas del individuo j en
todos los tests
e U = (U}, U, ....U, ) : vector de todas las respuestas

Lo natural seria considerar:

n
L(s,m) =P (U_|s,m) =[] P(U;.Is,m)
j=1
pero cuando el nimero de individuos es grande con relacién al nimero de
items, puede haber ventajas computacionales en trabajar con el nimero de
ocurrencias de los diferentes patrones de respuesta.
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Estimacién

Dado el test t con k; items (donde cada item tiene dos posibles respuestas:
06 1)y k. el nimero de respuestas para cada individuo, hay un total de

S =2k respuestas posibles (patrones de respuesta)

J sera ahora el subindice asociado a un patrén de respuesta en vez de a un
individuo.

Sea rj el nimero de ocurrencias del patrén de respuesta j y sea s < min(n, S)
el nimero de patrones de respuesta con r; > 0.

Al trabajar con s se excluyen los casos donde todas las respuestas son inco-
rrectas. Resulta:

S
n = E I‘J
j=1
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Estimacién

Sea R=(n,nr,...,rs) el vector de frecuencia de los patrones de respuesta.
Considerando la independencia entre las respuestas de los diferentes indivi-
duos, R sigue una distribucién multinomial, es decir:

P(Rls,m) = 72 ,H Uj.ls,m))"
f: j=1

j 1

Luego, resulta:

L) = e JI H (Uj.ls,m)"

_j 1

A partir de esto, la log-verosimilitud es:

s
InL(¢,m)=C+ er In(P(Uj.|s,m)) donde C es una constante
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Estimacién

Ecuaciones de estimacion de los parametros de los items

Las ecuaciones de estimacién para los parametros de los items son:

A(In L(s,m))

=0 i=1,2,...,k
0s;

Luego de desarrollar la derivada resulta:

ol L oP; 1 P(U;. 16, 6
a(n L(s,m)) er/{ P)<a<.t) } (U;.10.m)e(0ln)
teT !

Pit Qi P(Uj..|§»77)

Y se tiene que:

8P,’ a'Di
ab,-t =—ai(l —c)PuQit y 8a,-t = (0 — bi)Pit Qi
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Estimacién

En resumen, las ecuaciones de estimacién para los parametros a; y b; son

respectivamente:

X0 [ { S

teT;

10,m)g(6n) 1y _

Zo/ { Uje — Po)(6: )}P(“,J'('U

i.1s,m)

P(U;.|0,m)g(6|n) ,,
} P Jem) 070
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Estimacién

Ecuaciones de estimacién de los parametros poblacionales

Las ecuaciones de estimacién para los parametros poblacionales son:

d(In L(s,m))

on =0

Luego de desarrollar la derivada resulta:

a( InL A(In L(s,m)) P(U;..10,m)g(0|n)

Para la estimacidn sera necesario proponer una distribucién para la habilidad.
Varias distribuciones pueden ser propuestas para las habilidades. Una de las
distribuciones de mayor interés es la Normal.
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Estimacién

Se considera entonces que @ tiene distribucién normal T-variada con vector
de medias g = (p1, 12, - - ., u7)’, matriz de covarianzas X y

_ Y 1j(e—py s (6-p)
g(9|77) - (271_)T/2|z‘1/2 €

Propuesto esto, se sabe entonces que los parametros a estimar son pu y 3,
con lo cual se deben obtener las derivadas del logaritmo de la verosimilitud
respecto tanto ambos pardmetros y esas derivadas igualarlas a 0 para encon-
trar la estimacion.

Luego:

dnl(s,m) 10
2

an oy (IN(Z0) = [(9 1)S70 — p)]

N~
Q‘Q)
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Estimacién

Para llegar a las ecuaciones de estimacién para 1) basta con obtener las
expresiones de las derivadas primeras de In (|3|) y de V = X! y para hacer
esto se consideran distintas estructuras de covarianzas.

e Matriz de Covarianza Diagonal
Varianzas en la diagonal (no necesariamente iguales) y correlaciones

nulas.
01 0 0
0 o2 .-
=1 ) . . Ediag{af,ai,...,a%—}
0 O oTr
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Estimacién

e Matriz de Covarianza Uniforme
Todas las varianzas son iguales a 02 en las ecuaciones de las T
condiciones de evaluacién, y entre cualquier par de habilidades (6;, 0s)

la correlacién es la misma e igual a po?.

022 0220 Uzp e Uzp 1 p p P
op o op e op ) P 1 p . p
= . . =0 . . . .
o’p a’p o’p - O° pp op 1

Junio 2023
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Estimacién

e Matriz de Simetria compuesta
Sélo las habilidades en los tiempos inmediatamente anteriores y
posteriores a un tiempo particular son dependientes entre si (iguales
las covarianzas). La correlacién entre dos tiempos inmediatos es po?.

o2 o*p 0 0 - 0 1 p 00 -~ 0
o’p o> Pp 0 -0 p 1 o --- 0
ss—| 0 % o % - 0|_,2]0 p 1 p 0
0 0 0 0 o2 0 0 0 O 1
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Estimacién

e Matriz de Covarianza de Toeplitz
Supone que cualquier par de respuestas que estén igualmente
separadas en el tiempo tienen la misma correlacion. Esta estructura
solo es apropiada cuando las mediciones se realizan en intervalos de
tiempo iguales (o aproximadamente iguales).

o2 o O
o p1 o2 Pp1 e Pproa
s = o’p2  o’; o> - o%pros
Usz—l Usz—z GZPT—3 02
1 P1 P2 o PT-1
1 1 1 cee o pT—2
= 2| P2 p1 1 cte pPT-3
pPT-1 PT-2 pPT-3 - 1
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Estimacién

e Matriz de Covarianza AR(1)
Las varianzas no cambian con el tiempo, pero las correlaciones
disminuyen monétonamente.

o2 o2p o2 p? s g2pT
o2p o o2p o2pT 2
5 - o2p? o?p o2 o2pT3
o2pT-1 2T 52,73 o2
1 0 pT1
P 1 p pl 2
- 2| p 1 p’ 3
pT-t T2 T3 1
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Estimacién

@ Matriz de Covarianza de Hankel

0% P12 P12 - P12
P12 Ug P12 - P12
E =
: : ,
P12 pi12 pi2 -+ OT

Observacidn: En este trabajo se proponen estructuras de covarianza para
las cuales su determinante y su inversa tiene una forma analitica, sin embar-
go podrian proponerse covarianzas no estructuradas para las cuales puedan
utilizarse derivadas numeéricas.
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Modelo Multigrupo

En el trabajo de Roldan se realizé un analisis exploratorio para la habilidad
en Matematica discriminada por las caracteristicas registradas y se identificé
para aquellos alumnos con baja habilidad en Matematica, clal era su lugar
de procedencia, la carrera en la que se habia inscripto, el sexo y si era
ingresante o recursante. De este anilisis se desprende que seria de interés
estimar la habilidad en Matematica a través de un Modelo Multigrupo que
considere la carrera a la que ingresa el estudiante.

El planteo del Modelo es analago al Modelo Longitudinal ya que Tavares
propuso la incorporacién de una componente longitudinal en la TRI a partir
del trabajo desarrollado por Bock y Zimowski(1997) para estimar por grupos.

Sea m el subindice asociado a cada componente del grupo, m=1,... M.
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Modelo Multigrupo

Modelo Logistico multigrupo de 2 parametros

@ Componente aleatoria:
Ujim ~ Ber(Pjim) j=1,...,nmi=1....k; m=1,....M
o Componente sistematica:
Wi = Al — o) j=1...,mi=1....ks; m=1,....M
@ Funcién de enlace:

egtte B = W j=1,....mi=1,...,k; m=1,....M

A

Al tratarse de un Modelo Logistico multigrupo de dos parametros, la Curva
Caracteristica del Item esta representada por:

1
Fiml0im) = T3 =m0
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Trabajos futuros

o Construccién de nuevas pruebas que permitan evaluar a los estudiantes
en principio, al comenzar la asignatura y otra prueba para evaluarlos
antes de finalizado el dicactado de la materia. Estudiar si existe algun
porcentaje minimo de items que deben tener en comin las pruebas.

@ Implementacién de las pruebas y aplicacién de ambos modelos
comparando resultados con los ya obtenidos para una Gnica prueba.

@ Proponer un tnico modelo que estime la habilidad para miltiples
grupos en varias condiciones de evaluacién, es decir, un Gnico modelo
a partir del Modelo Logistico longitudinal y el Modelo Logistico
Multigrupo.
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